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Aufgabe 1 (Multiplikation). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Existenz der Eins:
(∀𝑛 ∈ ℕ) 1 ⋅ 𝑛 = 𝑛. (2 Pkt.)

(b) Multiplikation auf ℕ ist assoziativ:

(∀𝑛,𝑚, 𝑝 ∈ ℕ) (𝑛𝑚)𝑝 = 𝑛(𝑚𝑝). (4 Pkt.)

(c) Multiplikation auf ℕ ist kommutativ:

(∀𝑛,𝑚 ∈ ℕ) 𝑛𝑚 = 𝑚𝑛. (4 Pkt.)

Hinweis: Sie dürfen das Skript (bis einschließlich §1.2) und Aufgabe 4 vom Übungsblatt ‘Präsenzaufgaben
1’ benutzen.

Lösung. (a)
1𝑛 def= 𝑆(0)𝑛 𝑆⋅= 0𝑛 + 𝑛 0⋅= 0 + 𝑛 0+= 𝑛.

(b) Wir nehmen 𝑚,𝑝 ∈ ℕ fest, und beweisen mittels vollständiger Induktion für alle 𝑛 ∈ ℕ: (𝑛𝑚)𝑝 =
𝑛(𝑚𝑝).
IA: Für 𝑛 = 0 gilt

(0𝑚)𝑝 0⋅= 0𝑝 0⋅= 0 0⋅= 0(𝑚𝑝).

IS: Wir nehmen als Induktionshypothese (IH) dass (𝑛𝑚)𝑝 = 𝑛(𝑚𝑝) richtig ist für 𝑛, und beweisen
diese Aussage für 𝑆(𝑛):

(𝑆(𝑛)𝑚)𝑝 𝑆⋅= (𝑛𝑚 +𝑚)𝑝 1.12= (𝑛𝑚)𝑝 + 𝑚𝑝 IH= 𝑛(𝑚𝑝) + 𝑚𝑝 𝑆⋅= 𝑆(𝑛)(𝑚𝑝).

(c) Wir nehmen𝑚 ∈ ℕ fest, und beweisen mittels vollständiger Induktion für alle 𝑛 ∈ ℕ: 𝑛𝑚 = 𝑚𝑛.
IA: Für 𝑛 = 0 gilt

0𝑚 0⋅= 0 ⋅0= 𝑚0.

IS: Wir nehmen als Induktionshypothese (IH) dass 𝑛𝑚 = 𝑚𝑛 richtig ist für 𝑛, und beweisen diese
Aussage für 𝑆(𝑛):

𝑆(𝑛)𝑚 𝑆⋅= 𝑛𝑚 +𝑚 IH= 𝑚𝑛 +𝑚 ⋅𝑆= 𝑚𝑆(𝑛).

Aufgabe 2 (Ordnung). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es gilt die Kürzungsregel:

(∀𝑛,𝑚, 𝑝 ∈ ℕ) 𝑛 ≤ 𝑚 ⟺ 𝑛+ 𝑝 ≤ 𝑚+ 𝑝. (2 Pkt.)

(b)
(∀𝑛,𝑚, 𝑝 ∈ ℕ) 𝑛 ≤ 𝑚 ⟹ 𝑛𝑝 ≤ 𝑚𝑝. (3 Pkt.)
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Lösung. (a) Seien 𝑛,𝑚, 𝑝 ∈ ℕ. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

𝑛 ≤ 𝑚
def
⟺ (∃𝑙 ∈ ℕ) 𝑛 + 𝑙 = 𝑚
1.10
⟺ (∃𝑙 ∈ ℕ) 𝑛 + 𝑙 + 𝑝 = 𝑚 + 𝑝
1.8
⟺ (∃𝑙 ∈ ℕ) 𝑛 + 𝑝 + 𝑙 = 𝑚 + 𝑝
def
⟺ 𝑛+𝑝 ≤ 𝑚+ 𝑝.

(b) Seien 𝑛,𝑚 ∈ ℕ fest mit 𝑛 ≤ 𝑚. Wir benutzen Induktion nach 𝑝.
IA:

𝑛0 ⋅0= 0 ≤ 0 ⋅0= 𝑚0.
IS: Wir nehmen an dass 𝑛𝑝 ≤ 𝑚𝑝 gilt. Dann folgt

𝑛𝑆(𝑝) ⋅𝑆= 𝑛𝑝 + 𝑛
(𝑎)
≤ 𝑚𝑝 + 𝑛 1.8= 𝑛 +𝑚𝑝

(𝑎)
≤ 𝑚+𝑚𝑝 1.8= 𝑚𝑝 +𝑚 ⋅𝑆= 𝑚𝑆(𝑝).

Da die Ordnung transitiv ist (Lemma 1.13), folgt 𝑛𝑆(𝑝) ≤ 𝑚𝑆(𝑝).

Aufgabe 3 (Lemma 2.13: Verkettung/Komposition). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Wenn 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 und 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑍 Abbildungen sind, dann ist

(𝑔 ∘ 𝑓) ∶ 𝑋 → 𝑍, (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥))

auch eine Abbildung. (5 Pkt.)

(b) Die Verkettung ist assoziativ: ℎ ∘ (𝑔 ∘ 𝑓) = (ℎ ∘ 𝑔) ∘ 𝑓. (5 Pkt.)

Lösung. (a) Der Graph von 𝑔 ∘ 𝑓 ist charakterisiert durch

Γ𝑔∘𝑓 ∶= {(𝑥, 𝑧) ∈ 𝑋 × 𝑍 ∣ (∃!𝑦 ∈ 𝑌) (𝑥, 𝑦) ∈ Γ𝑓 ∧ (𝑦, 𝑧) ∈ Γ𝑔}.

Da 𝑓 eine Abbildung ist, existiert für jedes 𝑥 ∈ 𝑋 ein eindeutiges 𝑦 ∈ 𝑌 so dass (𝑥, 𝑦) ∈ Γ𝑓. Da 𝑔
auch eine Abbildung ist, existiert ein eindeutiges 𝑧 ∈ 𝑍 so dass (𝑦, 𝑧) ∈ Γ𝑔. Das heißt:

𝑧 = 𝑔(𝑦) = 𝑔(𝑓(𝑥)),

und 𝑧 ist hierdurch eindeutig bestimmt. Also Γ𝑔∘𝑓 erfüllt die Eigenschaft (2.2) im Skript (Definition
2.12), und ist deshalb der Graph einer Abbildung.

(b) Seien 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 , 𝑔∶ 𝑌 → 𝑍, und ℎ∶ 𝑍 → 𝑊 Abbildungen. Wir definieren

Γℎ∘𝑔∘𝑓 ∶= {(𝑥, 𝑤) ∈ 𝑋 ×𝑊 ∣ (∃!𝑦 ∈ 𝑌)(∃!𝑧 ∈ 𝑍) (𝑥, 𝑦) ∈ Γ𝑓 ∧ (𝑦, 𝑧) ∈ Γ𝑔 ∧ (𝑧, 𝑤) ∈ Γℎ}.

Wir müssen zeigen dass Γℎ∘(𝑔∘𝑓) = Γℎ∘𝑔∘𝑓 = Γ(ℎ∘𝑔)∘𝑓. Der Graph von ℎ ∘ (𝑔 ∘ 𝑓) ist gegeben durch

Γℎ∘(𝑔∘𝑓) = {(𝑥, 𝑤) ∈ 𝑋 ×𝑊 ∣ (∃!𝑧 ∈ 𝑍) (𝑥, 𝑧) ∈ Γ𝑔∘𝑓 ∧ (𝑧, 𝑤) ∈ Γℎ}
= {(𝑥, 𝑤) ∈ 𝑋 ×𝑊 ∣ (∃!𝑧 ∈ 𝑍) [(∃!𝑦 ∈ 𝑌) (𝑥, 𝑦) ∈ Γ𝑓 ∧ (𝑦, 𝑧) ∈ Γ𝑔] ∧ (𝑧, 𝑤) ∈ Γℎ}
= {(𝑥, 𝑤) ∈ 𝑋 ×𝑊 ∣ (∃!𝑧 ∈ 𝑍)(∃!𝑦 ∈ 𝑌) (𝑥, 𝑦) ∈ Γ𝑓 ∧ (𝑦, 𝑧) ∈ Γ𝑔 ∧ (𝑧, 𝑤) ∈ Γℎ}
= Γℎ∘𝑔∘𝑓.

Der Beweis von Γℎ∘𝑔∘𝑓 = Γ(ℎ∘𝑔)∘𝑓 ist ähnlich.



Aufgabe 4 (Lemma 2.27). Seien𝑚, 𝑛 ∈ ℕmit𝑚 ≤ 𝑛 + 1. Dann gilt𝑚 ≤ 𝑛 oder𝑚 = 𝑛 + 1. (5 Pkt.)

Lösung. Die Annahme𝑚 ≤ 𝑛 + 1 bedeutet dass es ein 𝑝 ∈ ℕ gibt mit 𝑛 + 1 = 𝑚 + 𝑝.
Per Induktion über 𝑝 ∈ ℕ zeigen wir

(∀𝑚, 𝑛 ∈ ℕ)(𝑛 + 1 = 𝑚 + 𝑝 ⟹ [𝑚 ≤ 𝑛 ∨ 𝑚 = 𝑛 + 1]).

IA: 𝑝 = 0. Dann 𝑛 + 1 = 𝑚 + 0 = 𝑚.
IS: Wenn 𝑛 + 1 = 𝑚 + 𝑆(𝑝) = 𝑚 + 𝑝 + 1, dann folgt mit der Kürzungsregel 𝑛 = 𝑚 + 𝑝, und deshalb
𝑛 ≥ 𝑚.


