Wintersemester 2020/21 Universitdt Bonn
Analysis 1 PD Dr. Pavel Zorin-Kranich
Ubungsblatt 5 Dr. Koen van den Dungen

Abgabefrist: Freitag 4.12. um 12:00 Uhr.

Aufgabe 1 (k-te Wurzeln). Sei a € R mit a > 0 und k € N,;. Verallgemeinern Sie die Methode von
Lemma 3.33, um zu beweisen dass eine eindeutige Zahl b € R mit b > 0 existiert sodass b* = a. (Wir
schreiben % = a'/k = b und nennen b die k-te Wurzel von a.) (5 Pkt.)

Aufgabe 2 (Rationale Potenze). Sei 0 < a € R. Fiir n € N ist die Potenz a” definiert (sieche Prdsenzblatt
2, Aufgabe 6(a)). Fiir m € Z \ N und a # 0 definieren wir @™ := (a~!)~™. Sie diirfen in dieser Aufgabe
die Rechenregeln amtm’ = gmgm’ (gmym’ = gmm' ynd (ab)™ = a™b™ fiir a,b € R.ound m,m’' € 7
benutzen.

Sei nun q = m/n eine rationale Zahl mit m € Zund n € N,. Fiir a € R, definieren wir

al 1= %/am.

(a) Beweisen Sie dass a? wohldefiniert ist. (3 Pkt.)
(b) Zeigen Sie dass a? = %m. (2 Pkt.)
(c) Beweisen Sie fiir beliebige p, q € Q die Rechenregel aP*9 = aPaf. (3 Pkt.)

Aufgabe 3 (Konvergenz von Potenz- und Wurzelfunktionen). Sei k € N,; und 0 < q € Q. Sei (a,)nen
eine Folge mit a,, > 0 fiir alle n € N die gegen a € R konvergiert. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) lim,_ (a,)* = dak. (2 Pkt.)
(b) lim,,_ (a,)"* = al/k. (5 Pkt.)
(c) lim,_ (a,)? = af. (2 Pkt.)

Aufgabe 4 (Monotone Konvergenz). Sei 0 < ¢ € R und sei (a,),cy die Folge in R gegeben durch

ag :=0, Qpe1 i=1/c+a, neN.

Hinweis: Sie diirfen in dieser Aufgabe die Losungsformel (a-b-c-Formel) fiir quadratische Gleichungen
benutzen.

(a) Zeigen Sie, dass (a,),eny monoton ist. (3 Pkt.)
(b) Beweisen Sie, dass genau ein x > 0 existiert so, dassy/c + x = x. (2 Pkt.)
(c) Beweisen Sie dass (a,),cn gegen x konvergiert. (4 Pkt.)

Aufgabe 5 (Konvergenz). Wir definieren die Folge (a,,),cy in R rekursiv durch
ap =1, apy1 :=1+1/a,, neN.

Hinweis: Sie diirfen in dieser Aufgabe die Losungsformel (a-b-c-Formel) fiir quadratische Gleichungen
benutzen.

(a) Zeigen Sie, dass die gerade Teilfolge (a,,),en und die ungerade Teilfolge (a,,.1)neny Monoton sind.
(3 Pkt.)

(b) Zeigen Sie, dass diese gerade und ungerade Teilfolgen konvergieren. (3 Pkt.)

(c) Zeigen Sie, dass die gerade und ungerade Teilfolgen denselben Grenzwert a haben. Schlussfolgern
Sie hieraus, dass auch die Folge (a,),cn gegen a konvergiert. (3 Pkt.)



