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Aufgabe 1 (Differenzenquotienten als Ableitungen). Sei 𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2).

(a) Finden Sie alle 𝑎 ∈ [−2, 2], für die 𝑓′(𝑎) = 1
4
(𝑓(2) − 𝑓(−2)) gilt.

(b) Finden Sie alle 𝑎 ∈ [0, 4], für die 𝑓′(𝑎) = 1
4
(𝑓(4) − 𝑓(0)) gilt.

Aufgabe 2 (Mittelwertsatz). Sei 𝑓∶ [0, 1] → (0,∞) eine stetige Funktion, die auf (0, 1) differenzierbar ist
und überdies 𝑓(0) = 1 sowie 𝑓(1) = 𝑒 = exp(1) erfüllt. Zeigen Sie, dass ein 𝑎 ∈ (0, 1) mit 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝑎)
existiert.

Aufgabe 3 (L’Hôpital-Regel). Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

(a) lim𝑥→0
cos𝑥−1
𝑥2

.

(b) lim𝑥→0
cos(2𝑥)−cos𝑥+ 3

2𝑥
2

𝑥4
.

(c) lim𝑥→0(1 + 𝑥)1/𝑥.

Aufgabe 4. Sei 𝑓∶ [−𝜋/2, 𝜋/2] → [−1, 1] gegeben durch

𝑓(𝑥) ∶= {−(sin𝑥)
2, 𝑥 ∈ [−𝜋/2, 0),

(sin𝑥)2, 𝑥 ∈ [0, 𝜋/2].

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) 𝑓 ist differenzierbar auf (−𝜋/2, 𝜋/2).
Hinweis: Für die Differenzierbarkeit im kritischen Punkt 𝑥 = 0, zeigen Sie zuerst limℎ→0(sinℎ)/ℎ =
1.

(b) 𝑓 ist streng monoton.

(c) 𝑓 ist bijektiv.

(d) 𝑓′(0) = 0, aber 𝑓 hat kein lokales Extremum in 0.

Aufgabe 5 (Ableitungen). Bestimmen Sie die Ableitungen der nachfolgenden Funktionen ℝ>0 → ℝ.

(a) tan𝑥 ∶= (sin𝑥)/(cos𝑥).

(b) 𝑥𝑎 für 𝑎 ∈ ℝ.

(c) sin𝑥 ln𝑥.

(d) exp(cos𝑥).

(e) (𝑥𝑥)𝑥.

(f) ln(𝑓(𝑥)) für eine differenzierbare Funktion 𝑓∶ ℝ>0 → ℝ>0.
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